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sobre el teorema tauberiano de w. rudin
Marielos Mora1
Resumen
Usando el me´todo de Rudin demostramos que el teorema tauberiano no so´lamente
es cierto para el nu´cleo de Poisson, sino para muchos otros nu´cleos que tengan ciertas
caracter´ısticas. As´ı mismo, demostramos un teorema abeliano, que no es otra cosa
que el inverso del teorema tauberiano.
Abstract
Using W. Rudin’s method it is shown that the tauberian theorem can be general-
ized to several kernels other than the Poisson kernel. We also proof an inverse of the
tauberian theorem, that is, an abelian theorem.
Introduccio´n
Denotemos por B(0, r) ⊂ IRn la bola abierta centrada en el origen de coordenadas y de
radio r, y sea m la medida de Lebesgue en IRn normalizada de tal manera que
m(B(0, r)) = rn .
En [7], el autor demuestra el siguiente resultado:
Teorema 1.
Sea µ una medida de Borel finita y positiva, definida en IRn, y sea
u(x, ε) =
∫
IRn
cε
(|x− ξ|2 + ε2)
n+1
2
dµ(ξ), x ∈ IRn , ε > 0 .
Si existe el l´ımite
lim
ε→0
u(0, ε) = L ∈]0,+∞[ , (1)
entonces
lim
r→0
µ B(0, r)
m B(0, r)
= L . (2)
Es bien sabido que la condicio´n (2) del teorema anterior implica la condicio´n (1), au´n en
el caso en que µ es una carga. Por esto el teorema anterior es tauberiano, y el rol de la
condicio´n tauberiana lo juega la positividad de la medida µ.
En este trabajo vamos a presentar una generalizacio´n del teorema recie´n citado.
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Seccio´n 1.
Sea g una funcio´n continua y acotada definida en el intervalo no acotado [0,+∞[ que
satisface ∫ +∞
0
|g(r)| rn−1 dr < +∞ . (3)
Denotemos por ϕ(x) la funcio´n definida por ϕ(x) = g(|x|), donde x ∈ IRn.
La funcio´n ϕ es sumable en todo IRn, y vamos a suponer que∫
IRn
ϕ(x) dµ = 1 .
ϕ da origen a una integral singular, que esta´ definida por
µ˜ε =
1
εn
∫
IRn
ϕ
(x
ε
)
dµ(x) , ε > 0 .
Es fa´cil ver que en el caso en que
g(r) =
cn
(1 + r2)
n+1
2
; r = |x| ,
entonces µ˜ε coincide con la funcio´n u(0, ε) del teorema de Rudin.
En lo sucesivo vamos a denotar por G(r) a µ(B(0, r)), r > 0.
Lema 2.
Sean µ una carga de Borel finita definida en IRn, y g una funcio´n cont´ınuamente diferen-
ciable en ]0,+∞[, que satisface la condicio´n (3), y tal que∫ +∞
0
|g′(r)| dr < +∞ . (4)
Entonces
µ˜ε = −
∫
+∞
0
G(r)
rn
(r
ε
)n+1
g′
(
dr
r
)
; ε > 0 . (5)
Observacio´n
La condicio´n impuesta sobre la funcio´n g se satisface automa´ticamente si g(r) es una
funcio´n decreciente, g(r)→ 0 cuando r→ +∞.
Demostracio´n.
Podemos asumir sin pe´rdida de generalidad que µ es una medida (en el caso general la
carga µ es la diferencia de dos medidas finitas).
Supongamos que µ es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
µ = f dx , donde f ∈ L1(IRn) , f ≥ 0 .
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Si denotamos por
I(r) =
∫
|θ|=1
f(rθ) dθ ,
donde dθ es un elemento de superficie de la bola unidad de IRn, obtenemos
µ˜ε =
1
εn
∫
IRn
ϕ
(x
ε
)
dµ(x) =
cn
εn
∫ +∞
0
rn−1I(r)g
(r
ε
)
dr .
Ahora, puesto que
G(r) = cn
∫ r
0
tn−1I(t) dt ,
resulta que:
µ˜ε =
1
εn
∫ +∞
0
g
(r
ε
)
G′(r) dr = lim
j→+∞
1
εn
∫ rj
0
g
(r
ε
)
G′(r) dr
= lim
j→+∞
[
1
εn
(
G(rj)g
(rj
ε
)
−G(0+)g(0)
)
−
1
εn+1
∫ rj
0
g′
(r
ε
)
G(r) dr
]
=
−1
εn+1
∫ +∞
0
g′
(r
ε
)
G(r) dr ,
donde la sucesio´n (rj) es escogida de tal forma que a la vez se cumplan las condiciones rj →
+∞ y g
(rj
ε
)
→ 0. (Observemos que la existencia de la sucesio´n (rj) esta´ garantizada
por (3).)
De esta manera terminamos la demostracio´n del lema para el caso en que µ es una medida
absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue.
En el caso general construimos una sucesio´n (µj)
∞
j=1 de medidas absolutamente continuas
respecto a la medida de Lebesgue, que convergen de´bilmente a µ. (En calidad de µj se
puede tomar µ∗ϕj , donde ϕj(x) = 2
jnϕ(2jx), con ϕ una funcio´n de clase C∞ que satisface∫
ϕ = 1.)
Es inmediato que para cada bola B cuya frontera tenga µ-medida nula debe cumplirse que
lim
j→∞
µj(B) = µ(B) .
Ahora como µ es una carga finita, se sigue que el conjunto de los r para los cuales
µ(∂B(0, r)) > 0 es a lo sumo numerable, y por lo tanto
lim
j→∞
Gj(r) = G(r) ,
casi por doquier (con respecto a la medida de Lebesgue), donde
Gj = µj(B(0, r)) .
Finalmente, en la igualdad
(˜µj)ε = −
∫ +∞
0
Gj(r)
rn
(r
ε
)n+1
g′
(
dr
r
)
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la condicio´n (4): Gj(r) ≤ var µj ≤ C, permite aplicar el teorema de Lebesgue segu´n
el cual se pueden intercambiar l´ımite e integral, y de esta forma la igualdad (5) queda
demostrada.
Utilizando la notacio´n del lema anterior podemos demostrar el siguiente teorema “abeliano”.
Teorema 3.
Supongamos que se cumplen las condiciones del Lema 2, y que∫ +∞
0
rn|g′(r)| dr < +∞ . (6)
Sea
M(r) =
G(r)
m(B(0, r))
=
G(r)
rn
.
Si existe lim
r→0
M(r) = L y es finito, entonces existe
lim
ε→0
µ˜ε = L .
Demostracio´n.
Tenemos que
µ˜ε = −
∫
+∞
0
M(r)
(r
ε
)n+1
g′
(r
ε
) dr
r
= −
∫
+∞
0
M(εr)rn+1g′(r)
dr
r
.
La funcio´n M es acotada ya que por una parte supG < +∞ y por otro lado tambie´n
existe el l´ımite lim
r→0
M(r).
Como por la condicio´n (6) ∫ +∞
0
|g′(r)|rn dr < +∞ ,
podemos aplicar el teorema de Lebesgue, i.e.
lim
ε→0
µ˜ε = −
∫ +∞
0
Lrng′(r) dr = −
(
g(r) rn
]+∞
0
− n
∫ +∞
0
g(r)rn−1
)
· L
= L
∫ +∞
0
nrn−1g(r) dr = L
∫
IRn
ϕ(x) dµ = L
Observemos que (3) implica que g(r) = o
(
1
rn
)
cuando r tiende a +∞, y por consiguiente
el te´rmino g(r) rn
]+∞
0
se reduce a 0.
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En lo que sigue queremos ocuparnos del siguiente problema: ¿para cua´les funciones g es
cierto el teorema tauberiano?, i.e. ¿para cua´les g se tiene que
lim
ε→0
µ˜ε = L < +∞ (7)
implica que
lim
r→0
M(r) = L (8)
bajo la suposicio´n que µ es una medida?
Seccio´n 2.
Sea Φ(r) = −rn+1g′(r).
Denotemos por Φˆ la transformada de Melin de la funcio´n Φ:
Φˆ
def
=
∫
+∞
0
Φ(u)u−iy
du
u
, y ∈ IR .
El principal resultado de este trabajo es el siguiente teorema.
Teorema 4.
Sea µ una medida de Borel en IRn, g una funcio´n que satisface las condiciones (3) y (6),
y tal que g(0) 6= 0. Si
Φˆ(y) 6= 0, ∀y ∈ IR , (9)
entonces la condicio´n (7) implica (8).
Observacio´n
Si suponemos que g(r) es decreciente, g(r)→ 0, cuando r → +∞, entonces de la condicio´n
(3) se sigue la condicio´n (6), y la condicio´n g(0) 6= 0 se verifica automa´ticamente.
Demostracio´n.
Es claro que si  > 0, entonces podemos escribir
µ˜ε = (M ∗Ψ) (ε) ,
donde Ψ(r) = Φ
(
1
r
)
, y ∗ denota la convolucio´n en el grupo multiplicativo IR∗+ de medida
invariante
dr
r
, i.e.
M ∗Ψ =
∫
+∞
0
M
(ε
r
)
Ψ(r)
dr
r
.
64 m. mora
Si se cumple la condicio´n (7), entonces la funcio´n M es acotada. En efecto, puesto que
g(0) 6= 0, podemos suponer sin pe´rdida de generalidad que g(r) > c > 0, para 0 < r < ,
y en consecuencia
µ˜ε ≥ c
µ(B(0, ε))
εn
,
de donde M es acotada cerca de 0. La acotacio´n de M cerca de +∞ es evidente.
La funcio´n Ψ es sumable en el grupo IR∗+ segu´n la medida
dr
r
, ya que de acuerdo a (6)∫ +∞
0
|Ψ(r)|
dr
r
=
∫ +∞
0
∣∣∣∣Φ(1r
)∣∣∣∣ drr =
=
∫ +∞
0
|Φ(r)|
dr
r
=
∫ +∞
0
|g′(r)|rn dr < +∞ .
Aplicando el Teorema Tauberiano de Wiener, de las condiciones (9) y (7) obtenemos que:
lim
ε→0
(M ∗ f)(ε) = L, ∀f ∈ L1(IR∗+,
dr
r
) . (10)
De la positividad de la carga µ, se tiene que rNM(r) es una funcio´n mono´tona, ya que si
1 < r < γ, entonces: (
t
r
)n
M
(
t
r
)
≤ tnM(t) ,
y
M
(
t
r
)
≤ rnM(t) ≤ γnM(t) . (11)
De la misma manera, si 0 < γ−1 < r < 1, tenemos que:
M
(
t
r
)
≥ rnM(t) ≥ γ−nM(t) . (12)
Sean ahora f1 y f2 dos funciones continuas, no negativas, concentradas en [1, γ] y [γ
−1, 1]
respectivamente, y tales que∫ +∞
0
f1(r)
r
dr =
∫ +∞
0
f2(r)
r
dr = 1 .
Entonces, la condicio´n (11) se tiene
(M ∗ f1)(ε) =
∫ γ
1
M
(ε
r
)
f1(r)
dr
r
≤ γnM(ε) ,
de donde se sigue que
γ−n(M ∗ f1) ≤M(ε) ,
y por (10)
γ−n lim
ε→0
(M ∗ f1) ≤ lim inf
ε→0
M(ε) .
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De esta forma tenemos
γ−nL ≤ lim inf
ε→0
M(ε), ∀γ > 1 ,
y concluimos que
L ≤ lim inf
ε→0
M(ε) .
De la misma manera, utilizando las condiciones (10) y (12), as´ı como la funcio´n f2 en vez
de f1, encontramos que
lim sup
ε→0
M(ε) ≤ γnL, ∀γ > 1 ,
de donde
lim sup
ε→0
M(ε) ≤ L
y el teorema ha sido demostrado.
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